Tema 2:

Sucesiones y series.
(primera parte)

Estructura del Tema 2 (primera parte):

® Sucesiéon numérica: Definicidn y preliminares.
® Sucesiones convergentes.
® Sucesiones monétonas.
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Sucesion numérica: Def

Una sucesion numérica es una ‘“regla” que asigna a cada nliimero
n € N un nimero a, € R: n~ a,.
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Sucesion numérica: Definicion.

Una sucesion numérica es una ‘“regla” que asigna a cada nliimero
n € N un nimero a, € R: n~ a,.

Las sucesiones se pueden escribir:

11
e Término a término: {a1,az, - ,ap, -} = {1,5,5,---}.
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Sucesion numérica: Definicion.

Una sucesion numérica es una ‘“regla” que asigna a cada nliimero
n € N un nimero a, € R: n~ a,.

Las sucesiones se pueden escribir:

11
e Término a término: {a1,az, - ,ap, -} = {1,5,5,---}.

1y
® Término general: {a,}>°; = {—} .
nJn=1
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Sucesion numérica: Definicion.

Una sucesion numérica es una ‘“regla” que asigna a cada nliimero
n € N un nimero a, € R: n~ a,.

Las sucesiones se pueden escribir:

11
e Término a término: {a1,az, - ,ap, -} = {1,5,5,---}.

1y
® Término general: {a,}>°; = {—} .
nJn=1

o Ley de recurrencia: an+1 = F(an), ant1 =
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Sucesion numérica: Definicion.

Una sucesion numérica es una ‘“regla” que asigna a cada nliimero
n € N un nimero a, € R: n~ a,.

Las sucesiones se pueden escribir:

11
e Término a término: {a1,az, - ,ap, -} = {1,5,5,---}.

1y
® Término general: {a,}>°; = {—} .
nJn=1

o Ley de recurrencia: an+1 = F(an), ant1 =
Notacion: Escribiremos {ap}nen, {an}o2; o {an}
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Convergencia de sucesiones: lim, ... a,.

¢ Cuando existe lim, .~ a,?
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Convergencia de sucesiones: lim, ... a,.

¢ Cuando existe lim, .~ a,?

Ejemplo 2.1 (Ejerc.2(1-3-7)-Hoja 3): Observar el
comportamiento de las siguientes sucesiones a medida que “n
crece”:

1y {1
0 {#},_,
n o
) {5}
n’+2 n=1
iEstan acotadas? jse acercan a un nimero fijo ?
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Una sucesién {a,}°° es convergente si existe ¢ € R tal que

lim a,=/¢
n—oo

ed., si Ve >0 existe un Ny € N tal que |a, — | <&, ¥V n> Np.

Ejemplo 2.1 (cont.):

© {w=ial,
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Una sucesién {a,}°° es convergente si existe ¢ € R tal que

lim a,=/¢
n—oo

ed., si Ve >0 existe un Ny € N tal que |a, — | <&, ¥V n> Np.

Ejemplo 2.1 (cont.):

© {w=ial,

Una sucesién es divergente (no convergente) si no existe el
limite (la sucesidn es oscilante sin acercarse a ningtn valor) o el
limite ¢ = *£o0.

Ejemplo 2.1 (cont.):

M {”,‘7*:}:0:1 ° ") {(;21?:22}::1
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Proposicidn: Si una sucesion tiene limite, este es dnico.
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Proposicidn: Si una sucesion tiene limite, este es dnico.

Obs.) Esta proposicién es (til cuando queremos demostrar que no
existe el limite de una sucesién.

Ejemplo 2.1 (cont.): (7) {%}00_1
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Proposicidn: Si una sucesion tiene limite, este es dnico.

Obs.) Esta proposicién es (til cuando queremos demostrar que no
existe el limite de una sucesién.

Ejemplo 2.1 (cont.): (7) {C21™
J p . -] n2+2 =1
Propiedades de los limites: Silim,_socan =1y lim, oo by = m
o limpoo(Aan = pbp) = AMimpoo an £ plimpo0 by = A £ um
¢ limpsoo(an - bn) = limpsoc an - limpyoo by =1-m

® Si m# 0, entonces:

.oap,  limpoooan /
lm —= ——— = —
n—oo b, limpseo by m
® Sj f es una funcidn continua, entonces:

lim f(ap) = f(lim a,) =f(/).

n—oo n—oo
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Calculo del limite de una sucesion a,

Para calcular limites de sucesiones utilizaremos ademas alguna de
las siguientes técnicas:

® Lema del sandwich.
® Criterio de Stolz.
e Concepto de limites de funciones y calculo diferencial.

® Sucesiones mondtonas y acotadas.
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Lema del sandwich:

Si lim a, =
n—oo A n
n > Ny se tiene que a, < b, < ¢,, entonces:

lim ¢, =/ y existe un Np € N tal que para todo
— 00

lim b, =/

n—oo
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Lema del sandwich:

Si lim a, = lim ¢, = ¢y existe un Ny € N tal que para todo
n—oo . n—oo
n > Ny se tiene que a, < b, < ¢,, entonces:

lim b, =
n—oo

Obs.) El lema es dtil cuando involucra sucesiones acotadas.

Ejemplo 2.2 (Ejerc.2(8)-Hoja 3): lim,_ {M}O@

n n:l.
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Lema del sandwich:

Si lim a, = lim ¢, = ¢y existe un Ny € N tal que para todo
n—oo . n—oo
n > Ny se tiene que a, < b, < ¢,, entonces:

lim b, =
n—oo

Obs.) El lema es dtil cuando involucra sucesiones acotadas.

Ejemplo 2.2 (Ejerc.2(8)-Hoja 3): lim,_ {M}O@

n n:l.

_ _1\n
n 1Sn+( 1) <n+1

n n - n
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Lema del sandwich:

Si lim a, = lim ¢, = ¢y existe un Ny € N tal que para todo
n—oo . n—oo
n > Ny se tiene que a, < b, < ¢,, entonces:

lim b, =
n—oo

Obs.) El lema es dtil cuando involucra sucesiones acotadas.

Ejemplo 2.2 (Ejerc.2(8)-Hoja 3): lim,_ {M}O@

n n:l.

_ _1\n
n 1<n+( 1) <n+1

n n - n
y
. n—1 . n+1
[im = lim =1.
n—oo n n—oo n
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Lema del sandwich:

Si lim a, = lim ¢, = ¢y existe un Ny € N tal que para todo
n—oo . n—oo
n > Ny se tiene que a, < b, < ¢,, entonces:

lim b, =
n—oo

Obs.) El lema es dtil cuando involucra sucesiones acotadas.

Ejemplo 2.2 (Ejerc.2(8)-Hoja 3): lim,_ {M}O@

n n:l.

n—1 n+(—1)”<n+1

n n - n
y
. n—1 . n+1
[im = lim =1.
n—oo n n—oo n
Por tanto
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Criterio de Stolz (Version discreta de L’Hépital):

. a . L .
Dado lim,_,oc — , si se verifica alguna de las dos propiedades:

b,
- lim b, = 0o y creciente, o
n—00 . .
- lim a, = lim b, =0y decrecientes,
n—o0 n—oo
entonces
. a . dn+1 — an
lim 20 — i oL n
n—oo b, n—o0 bn+1 — b,
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Criterio de Stolz (Version discreta de L’Hépital):

. dn . - .
Dado lim,_,4 b si se verifica alguna de las dos propiedades:
n
- lim b, = 0o y creciente, o
n—o0 . .
- lim a, = lim b, =0y decrecientes,
n—oo n—o0
entonces
. a . an+1 — a
lim 2 = |im 2oL o0

n—oo b, n—o0 bn+1 — b,

Obs.) El criterio es dtil cuando aparezcan sumas cuyo nimero de
sumandos depende de n.

Ej. 2.3 (Ej.2(15)-Hoja 3): lim, oo {H + 2+ -+ 2+}
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Criterio de Stolz (Version discreta de L’Hépital):

. an . L .
Dado lim,_ — , si se verifica alguna de las dos propiedades:

b
- lim b, = 0o y creciente, o
n—oo
- lim a, = I|m b, = 0y decrecientes,
n—oo
entonces
a . an+1 — 4
lim 27 — [jm Sotl— ©n
n—oo b, n—oo bpy1 — by

Obs.) El criterio es dtil cuando aparezcan sumas cuyo nimero de
sumandos depende de n.

Ej. 2.3 (Ej.2(15)-Hoja 3): limp oo {5 + 2 + -+ 5+}

lm —— = |
nLrT;o n2 nLn;o (n —+ ]_)

1+2+4+---+n (T4 (n+1)) - ( -4 n)
2
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Criterio de Stolz (Version discreta de L’Hépital):

. an . L .
Dado lim,_ — , si se verifica alguna de las dos propiedades:

b,
- lim b, = 0o y creciente, o
n—00 . .
- lim a, = lim b, =0y decrecientes,
n—o0 n—oo
entonces
a . apy1—a
lim 27 — | antl = <n
n—oo b, n—o0 bn+1 — b,

Obs.) El criterio es dtil cuando aparezcan sumas cuyo nimero de
sumandos depende de n.

Ej. 2.3 (Ej.2(15)-Hoja 3): lim, oo {H + 2+ -+ 2+}

lm —— = |
nLrT;o n2 nLn;o (n —+ ]_)

n+1 1

1+2+4+---+n (T4 (n+1)) - ( -4 n)
2

n%oo2n—|—1 27
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Concepto de limites de funciones y calculo diferencial:
® Si a, = f(n), donde f es una funcién definida en todos los
reales (o al menos en los positivos), entonces
lim a, = lim f(x)
n—oo X—00

Para calcularlo se pueden utilizar las técnicas del calculo
diferencial, como la regla de L'Hépital o el Teorema de Taylor.

m (cos(3/n)) "

li
n—oo

Ejemplo 2.4:
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Concepto de limites de funciones y calculo diferencial:
® Si a, = f(n), donde f es una funcién definida en todos los
reales (o al menos en los positivos), entonces
lim a, = lim f(x)
n—oo X—00

Para calcularlo se pueden utilizar las técnicas del calculo
diferencial, como la regla de L'Hépital o el Teorema de Taylor.

n||_>ngo (cos(3/n)) "

Ejemplo 2.4:

. n” . 1/x2 —9/2
Jim (cos(3/n))" = Jim (cos(3x))"" =e
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Sucesiones monétonas y acotadas:

e Una sucesién {a,}7°; es monotona creciente si a1 > aj
vV n € N. Andlogamente para mondtona decreciente.
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Sucesiones monétonas y acotadas:

e Una sucesién {a,}7°; es monotona creciente si a1 > aj
vV n € N. Andlogamente para mondtona decreciente.

e Una sucesién {a,}7°; es acotada superiormente si a, < C
V n € N. Andlogamente para acotada inferiormente.
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Sucesiones monétonas y acotadas:
e Una sucesién {a,}°°,; es mondtona creciente si a,11 > ap
V n € N. Andlogamente para moné6tona decreciente.

e Una sucesién {a,}7°; es acotada superiormente si a, < C
V n € N. Andlogamente para acotada inferiormente.

Teorema:
e Toda sucesion mondtona creciente y acotada superiormente es
convergente.

e Toda sucesion mondtona decreciente y acotada inferiormente es
convergente.
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Sucesiones monétonas y acotadas:

Una sucesién {a,}72; es monétona creciente si a1 > ap
V n € N. Andlogamente para moné6tona decreciente.

Una sucesién {a,}°°, es acotada superiormente si a, < C
V n € N. Andlogamente para acotada inferiormente.

Teorema:

Toda sucesiéon mondtona creciente y acotada superiormente es
convergente.

Toda sucesion mondtona decreciente y acotada inferiormente es
convergente.

Obs.) Este método es dtil en sucesiones dadas por recurrencia.

Proposicion: Sea {a,} € R una sucesién que converge a ¢ € R tal
que ap+1 = F(an), entonces:

(= F(0)

e.d., los limites de la sucesién son los puntos fijos de la recurrencia.
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Ejemplo 2.5 (Ejerc.7-Hoja 3): Sea a > 1. Se define por
recurrencia la sucesion {a,} por la relacién a, = \/a- a,_1,

a1 = /a. Probar que la sucesién es mondtona creciente y acotada.

Hallar su limite.
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